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Resumen

La educacion superior cubana necesita una nueva visién en la interaccion entre
estudiantes, profesores y el uso de asistentes matematicos en la resolucion de
problemas, exigiendo la creacion de nuevos modelos de ensefianza-aprendizaje,
nuevos procedimientos y estrategias de busqueda, organizacién, procesamiento y
utilizacion de informacion. La asimilacion del tema de Series de la asignatura
Matematica Ill histéricamente ha presentado muchas dificultades por parte de los
estudiantes, provocado por la insuficiencia en los conocimientos previos y el
tratamiento propio de la tematica. Lo anterior conlleva a una revision en la forma de
imparticion del contenido, las fuentes bibliograficas y potenciar el empleo de

asistentes matematicos.
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El presente articulo es el resultado de la experiencia profesional y del andlisis de los
autores, que ha permitido proponer una nueva estructura para el estudio y evaluacion
del mismo dentro de la asignatura Matematica Ill en el plan de estudio E para la
carrera de Ingenieria Eléctrica, con la finalidad lograr un mejor aprovechamiento y

una mayor motivacion de los estudiantes.

Palabras clave: series, modelacién, ecuaciones, ensefianza de la matematica,

funciones matematicas, perfeccionamiento.
Abstract

Cuban higher education needs a new vision in the interaction between students,
teachers and the use of mathematical assistants in problem solving, demanding the
creation of new teaching and learning models, new procedures and strategies for
searching, organizing, processing and using information. The assimilation of the
Series subject of Mathematics 111 has historically presented many difficulties on the
part of the students, caused by the insufficiency of their previous knowledge and
their own treatment of the subject. This leads to a revision of the way of teaching
the content, the bibliographic sources and the use of mathematical assistants. This
article is the result of the professional experience and analysis of the authors, which
has allowed proposing a new structure for the study and evaluation of the same
within the subject Mathematics 11l in the study plan E for the Electrical Engineering
career, in order to achieve a better use and greater motivation of the students.

Keywords: series, modeling, equations, mathematics teaching, mathematical

functions, improvement.
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Introduccioén

Los cambios vertiginosos que tienen lugar en el conocimiento cientifico, exigen a la
educacién superior cubana nuevos retos y mayores niveles de complejidad para la
preparacion del individuo, donde se requiere de diversas modificaciones en su calidad
como fuente permanente de formacién y perfeccionamiento.

Por otra parte, Fonseca y Alfaro [1] manifiestan la utilidad de utilizar la modelizacion,
la resolucién de problemas y las herramientas tecnolégicas como estrategias de
aprendizaje. Igualmente, para Villena y Rivas [2] resulta pertinente dominar los
procedimientos de calculo y aplicarlos a la solucién de problemas.

Por lo tanto, se requiere que el contenido de la ensefianza reflejado en los programas
de estudio asegure un adecuado nivel de informacion sobre el objeto de la ciencia
que se ensefia y que propicie un maximo de actividad intelectual y practica del
alumno ha sido un problema permanente cuya solucién ha ido desde la sobrecarga
de los contenidos tedricos hasta el excesivo practicismo.

Los problemas que han presentado los estudiantes de segundo afio de la carrera de
Ingenieria Eléctrica, son un reflejo de las dificultades existentes desde hace varios
afos, en cuanto a: tecnicismo algebraico, trabajo con sucesiones y series de nimeros
reales, la articulacion entre el proceso de derivacion e integracion de funciones en
una variable real, lo cual incide de forma relevante en la ensefianza de la matematica
superior, ya que se necesita de un dominio adecuado de los conocimientos y
habilidades precedentes para poder afrontar con éxito los nuevos contenidos.

El presente articulo propone una nueva estructura para abordar el trabajo con las
series y las aplicaciones concebidas en el programa para los estudiantes de pregrado
ajustado al nuevo plan de estudio E, llevado a cabo tanto en las carreras de Ingenieria
de la propia Universidad Tecnoldgica de La Habana José Antonio Echeverria como en
cualquier universidad cubana que contenga dichos temas en su plan de la disciplina
Matematica Superior.

Desarrollo

Uno de los requisitos en la formacion de los estudiantes de educacién basica y
universitaria es el area de matematicas; pero a pesar de todos los esfuerzos que
realizan las instituciones educativas, la ensefianza de esta area todavia sigue siendo
un problema mundial [3, 4].

A decir de Lozano [5].
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Historicamente, la Matematica ha sido una de las asignaturas del curriculo en la que
los estudiantes presentan mas bajo rendimiento académico y en la cual se presenta
mas apatia y falta de gusto, lo que conlleva a obtener niveles muy bajos de
desempenio.

Estas afirmaciones estan basadas, entre otros aspectos, en los resultados que
obtienen los estudiantes al presentarse a diferentes tipos de examenes, pero mas
que analizar estos efectos ha valido la pena profundizar en las causas que los
provocan. Es por esto que el proceso de ensefianza-aprendizaje de la Matematica ha
sido objeto de numerosas investigaciones. Variadas también han sido las soluciones
a las problematicas detectadas. Sin embargo, en el siglo XXI se muestra, como una
alternativa de solucién, una tendencia a incorporar las Tecnologias de la Informacion

y las Comunicaciones (TIC) a este proceso [3].
Materiales y métodos

Se emplearon métodos del nivel teérico como el analitico-sintético y el historico-

lIogico. Del nivel empirico se empleé la revision de documentos.

Analitico-sintético: se utilizé en el andlisis del contenido de las fuentes bibliograficas
relacionadas con el aprendizaje de los estudiantes en los contenidos de Series y sus
aplicaciones, a partir del empleo de dispositivos moéviles como mediadores didacticos
para el trabajo con diferentes asistentes, para expresar la esencia del mismo que
sera referencial para elaborar el procedimiento metodolégico. También se utilizé para

identificar las regularidades del diagnéstico.

Histérico-l6gico: se us6 para la valoracion de como se ha comportado el aprendizaje
de los estudiantes en los contenidos de estadistica a partir del empleo de dispositivos
moviles como mediadores didacticos para el trabajo con diferentes aplicaciones,

segun criterios de diferentes autores e investigadores del tema objeto de estudio.

Se revisaron documentos, que permitieron profundizar en la fundamentacién del
tema y se desarrollaron sistemas de clases, orientaciones metodolégicas, programas

de las asignaturas, tesis de maestrias y doctorados.

Disefio Curricular y Modificaciones

La educacion matematica presenta tres ambitos de actuacion [6]:

Educacion matematica como conjunto de conocimientos: Conocimiento
matematico como objeto de ensefianza-aprendizaje, disefio, desarrollo y

evaluacioén del curriculo de Matematicas.
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Educaciéon matematica como actividad social: Conocimiento profesional y

formacion del profesor de Matematicas.

Educaciéon matematica como disciplina cientifica: Didactica de la Matematica.
Es decir que cuando se habla de educaciéon matematica se hace referencia a un objeto
matematico de estudio, a un profesional dedicado socialmente a la formacion
matematica y a una ciencia que le ofrece las herramientas necesarias para que el
docente resuelva los problemas que se le presentan en el aula de clase [6]
En este sentido, la didactica de la matematica es la ciencia que se ocupa de estudiar
e investigar los problemas de la educacion matematica, y proponer marcos
explicativos para su resolucion. Indaga metddica y sistematicamente los procesos de
enseflanza-aprendizaje de las Matematicas, y los planes de formacion de los
educadores matematicos. Tiene como objeto delimitar y estudiar los problemas que
surgen durante los procesos de organizacion, comunicacion, transmision,
construccién y valoraciéon del conocimiento matematico junto con su propia
fundamentacion teérica.[6]
A continuacién se muestra la distribucién de los temas de la asignatura Matematica

11l en la cual se imparte el contenido referido a las Series y sus aplicaciones:

Series Numéricas, Series de Funciones y Ecuaciones Diferenciales en Derivadas

Parciales: 42 horas
Ecuaciones Diferenciales: 30 horas
Aplicaciones Lineales y Diagonalizaciéon de Endomorfismos: 8 horas

De las 80 horas que tiene la asignatura, se trabaja con la tematica Series de Fourier
y las aplicaciones que se evidencian en la asignatura Matematica Ill, para un total
de 18 horas, aunque para ello es necesario crear un primer tema denominado: Series
Numéricas, Series de Funciones y Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales

que cuenta con un total de 42 horas.

Los objetivos generales referentes al tema de Series y Ecuaciones Diferenciales en

Derivadas Parciales:

Discutir los conceptos de sucesion, sucesion creciente y decreciente, sucesion
acotada, limite de una sucesion, sucesion convergente o divergente y sucesion
de Cauchy. Definir la condicidn necesaria y suficiente para que una sucesion

converja.

Referencia Pedagdgica. Afio 2024. Vol. 12, No.3. septiembre-diciembre, pp.615-629,1SSN: 2308-3042

619



Annel Sanchez Cobas. Juan Carlos Suarez Lépez. Isidro Luis Aleman Romero.
Sergio Dabriel Mendinueta Noda

Determinar el término general de una sucesion, dados los primeros términos
de la misma en casos sencillos, clasificacion de una sucesion, limite de una
sucesion conocido su término general y si una sucesion dada es convergente
o divergente.

Describir los conceptos de: serie, serie convergente o divergente, suma de
una serie convergente. Deducir la condicidon necesaria para la convergencia
de una serie.

Determinar el caracter de una serie a partir del limite de sucesion de sumas
parciales, aplicando el criterio del término general, usando los criterios de
comparacion, ademas del cociente, la raiz y la integral.

Describir las caracteristicas de las series armoénica, hiperarmoénica de orden p
y geométrica y enunciar los teoremas de linealidad y de adicion y supresion
de términos en una serie y calcular suma de una serie geométrica.

Describir los conceptos de series de signos alternos, series absoluta o
condicionalmente convergente. Enunciar los teoremas de la convergencia
absoluta y el de Leibniz para series de signos alternos.

Describir los conceptos de series de potencias, radio, intervalo y dominio de
convergencia de una serie de potencias y funciéon suma de la misma.
Describir el método para determinar el intervalo de convergencia de una serie
de potencias aplicando los criterios del cociente y la raiz.

Determinar si una serie dada es de potencias partiendo de la definiciéon y el
intervalo de convergencia de una serie de potencias, aplicando el método
anterior.

Enunciar las propiedades de las funciones definidas mediante series de
potencias y la relacién que existe entre los intervalos de convergencia de una
serie de potencias y la obtenida por derivacion.

Aplicar las propiedades de derivacion e integracion término a término de las
series de potencias para obtener otras series.

Enunciar el teorema de la unicidad para funciones definidas por series de
potenciar y las principales operaciones con series de potencias: suma, resta,
producto y composicion de desarrollos.

Obtener las series de Taylor y Maclaurin generadas por diferentes funciones

calculando los coeficientes, asi como obtener la representacion en series de
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potencias de nuevas funciones a partir de los desarrollos conocidos y las
propiedades y operaciones con series de potencias.

Enunciar las condiciones que debe cumplir una funcioén para que la serie de
Taylor engendrada por ella converja hacia la propia funcion.

Determinar una cota del error que se comete al estimar la suma de una serie
convergente por la suma de un nimero finito de términos y el menor namero
de términos para lograr que el error cometido sea menor que una cota
prefijada, aplicando la formula del error y la regla de Leibniz.

Determinar dada la cota del error y el nimero de términos, el intervalo donde
es valida una formula aproximada dada.

Describir, definir y formular los conceptos de serie trigonométrica de Fourier
y de coeficientes de Fourier en una funcion.

Enunciar e interpretar las condiciones de Dirichlet asi como el teorema que
establece la convergencia de una serie Trigonométrica de Fourier.

Describir las caracteristicas del desarrollo de Fourier para funciones pares e
impares y formular las modificaciones a las férmulas de los coeficientes de
Fourier para este tipo de funciones.

Determinar el desarrollo trigonométrico de Fourier de una funcién definida en
un intervalo. Enunciar el concepto de medio recorrido.

Determinar el desarrollo de Fourier de funciones definidas para X>00Xx <O0.
Aplicar derivacion e integracion término a término de Series de Fourier.
Enunciar el concepto de ecuacion diferencial, ecuacion diferencial en derivadas
parciales, las nociones de orden, grado y solucion de una ecuacion diferencial
en derivadas parciales y la nocién de condiciones iniciales y de frontera.
Describir las principales ecuaciones de la Fisica-Matematica y el método de
solucion de una ecuacion diferencial en derivadas parciales, sujeta a
condiciones iniciales y de frontera, por el método de separacion de variables.
Enunciar el principio de superposicion generalizado y aplicarlo en la solucion
de un problema con condiciones iniciales y de frontera para obtener

formalmente una solucién en forma de serie.

La matematica es considerada como base fundamental de la formacién de un
individuo, pues esta presente en las diferentes actividades y acciones que realiza el
ser humano en cualquier esfera de su vida. En el ambito educativo la mateméatica

ademas de aportar los conocimientos necesarios para poder desemperfiarse en la
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sociedad en que vive, brinda a los estudiantes actitudes y valores que permiten guiar
su vida a partir de razonamientos légicos y coherentes en la busqueda creativa de
resultados a los diferentes problemas a los que debe enfrentarse.

Bajo estas condiciones, surge la necesidad social de estructurar el proceso de
ensefianza-aprendizaje de la Matematica, de manera tal que permita contribuir a la
educacion general de los estudiantes, al desarrollo de sus capacidades mentales y a
la adquisiciéon de conocimientos, habilidades, habitos, cualidades, convicciones y
actitudes que constituyen la base y aporte esencial de la formacion.

Como seguidores de esta practica autores como Alvites [4], Lozano [5], Arroyo y
Yanez [7], George [8] han profundizado en las potencialidades que poseen las TIC al
ser utilizadas en las clases de Matematica. Citado por [3]

Otros investigadores entre los que se encuentran: Sanchez [9], Zenteno [10] y
Sanchez , Pérez y Remedios [11] en sus estudios, han descrito como han desarrollado
el proceso de ensefianza-aprendizaje de esta ciencia con el empleo de software
educativos o asistentes matematicos. Citado por [3]

Todos los autores citados anteriormente, de una forma u otra, han hecho referencia
a las principales dificultades que, de manera particular, se le han presentado en su
proceso investigativo. Sin embargo, en el caso de los estudios revisados,
fundamentalmente en el ambito cubano, de manera coincidente no se han
identificado cuales son los principales desafios a los que se enfrentan los docentes al
emplear las TIC en la ensefianza de las matematicas [3]. Por tal razén es objetivo de
este articulo redisefiar el sistema de evaluaciéon del tema Series y sus aplicaciones
vinculando el mismo con el empleo de las TIC en la ensefianza de las matematicas.
Por tanto, se hace necesario plantearse retos en la ensefianza de este tema para que
el estudiante pueda asimilarlo correctamente, alcanzar los objetivos propuestos y
desarrollar las habilidades que se plantean con el estudio del mismo. A continuacién,
se enumeran algunas cuestiones que a juicio de los autores deben ser atendidos,
ademas se proponen modificaciones en el sistema evaluativo de la asignatura

Matematica 11l donde se encuentra enmarcado este tema:

1 — Elaborar materiales didacticos que le permitan a los estudiantes reactivar de
forma independiente, los contenidos necesarios para poder enfrentar el estudio del
tema como son: analisis de la monotonia de una funcién de variable real,

desigualdades, factorial de un numero natural, médulo y sus propiedades, calculo de
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limites, derivada y reglas de derivacion, integral (definida, indefinida e impropia) y
férmulas de integracién, Teorema fundamental del Calculo, Teorema de valor medio,
Formula de Taylor con resto, funciones continuas y discontinuas, grafica de funciones,
derivadas parciales, resolucion de ecuaciones diferenciales de variables separables y

de orden superior (2do orden), método de valores propios y vectores propios.

2 — Mayor uso de las tecnologias de la informacion y las comunicaciones, en aras de
potenciar la motivacion y la autonomia del estudiante.

3 — Vinculo del tema con contenidos relacionados con el perfil profesional.

4 — Fortalecer el trabajo metodoldgico colectivo de los profesores de la asignatura
Matematica IlI.

5 —Lograr una mejor interrelacion entre los contenidos, que no es posible lograr
plenamente con la bibliografia actual. Ademas, se deben aportar nuevos ejercicios
que potencien el andlisis e interpretacion de los contenidos, llevando a los estudiantes
al nivel aplicativo, en lugar de ejercicios de tipo reproductivo, permitiendo prepararlos
para futuras asignaturas que requieren de estos contenidos en el estudio de su

carrera.
Sistema de Evaluacion

A partir de lo anteriormente expuesto se propone que el sistema de evaluacion de

este tema tenga las siguientes modificaciones:

Las tematicas: Series Numéricas, Series de Potencias y Series de Fourier tengan 1
pregunta escrita cada una, para un total de 3, mas 1 seminario, y la temaéatica
Ecuaciones Diferenciales en Derivadas parciales 1 pregunta escrita. Al concluir el
tema se realizara una prueba parcial, donde se evallien contenidos que no fueron
concebidos en las evaluaciones sistematicas, permitiendo asi poder comprobar la
mayor cantidad de contenidos impartidos en dicho tema. Para dicha propuesta se
muestra un ejemplar de ejercicios tipos tenidos en cuenta para el sistema de

evaluacion del tema Series y sus Aplicaciones:
Ejemplos de ejercicios:

1. Sea {u,} una sucesion numérica de términos positivos estrictamente
decreciente y la serie numérica correspondiente },,,_, u, satisface la condicion
necesaria de convergencia. Determine el caracter de Y ,(—1)"'u, en el caso
en que el area bajo la curva ¥ = f(x) en el intervalo [1,») no es finita (f(x)

positiva, continua y estrictamente decreciente en A y f(n) = u,).
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(7 ])ll.'r 1

x=". Determine:
(n+1)=qn

2. Sea g(x) =Xz

a) el dominio de convergencia de la serie dada
b) el desarrollo de f(x) =fn":r (x*)d , y un valor aproximado de f(&) con error

absoluto menor que una centésima, siendo b un valor por usted. seleccionado.

3. Seleccione la respuesta correcta en cada caso justificando su decision:

Sea k,(x) la extension periddica de una prolongacion impar a un intervalo de amplitud

—xp 0<x<™ P
27 de la funcién f(x) = i * .Entonces " X | A se tiene que:
A—mnp -=i<m

EW=-1%." s @)
z jﬁT]f (mn)
s (5

n=

S FJJ(J:) = EZIIE]

S h:(—x) = _%ZIIEJ

Pregunta Escrita #4

5 (n)

Pregunta 1: La distribucion de temperatura en una varilla homogénea de cobre
delgada de 10 cm de longitud estéa inicialmente dada por la funcién f(x) = 0,1(100x —
x*). Si ambos extremos se mantienen a una temperatura de 30°C y la constante de
difusividad térmica es u* = 1. Plantee el modelo matematico que permita calcular la
temperatura en cualquier punto de la varilla en cualquier instante .

Pregunta 2

Una cuerda perfectamente tensada de 2 m de longitud con extremos fijos, esta en

n

una posicion inicial dada por f(x) = 3sen(4n )—fsen{ J La velocidad de la onda en

el medio es de 4m/s. Si ella es liberada del reposo desde esta posicién, complete los
espacios en blancos que faltan en la soluciéon de este problema para determinar el
desplazamiento vertical v(x,t)de la cuerda vibratoria.

Solucioén:

Modelo matematico:

a*y a*y
T —-16——
ar dx
»O,0D=y21=0
g 0)=0
a—(l' )=
0 = 3 4 2 ('llhf
w(x,0) = 3sen(47 )—gsenx > )
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Paso 1: Buscar la solucién en forma separada, sustituir y separar variables (Método

de Fourier):

= M(x)N %y _ M (x) N o’y _ M (x)N
Y@ D) = MEONE) = =2 = M@ON (1) 7= =M N
ay @y . N M ()
SE =165 = M@N' (1) = 16M" ()N{) = ToNG ~ M(D)

Esta ultima igualdad solo se puede dar, debido a la independencia de los valores de
X y t, si son iguales a una constante (constante de separacion). Debido a que se trata
de un problema de cuerda vibrante con condiciones de frontera nulas, se obtienen
soluciones del problema planteado en el caso de ser la contante de separacion
negativa, por tanto:

N M (x)
16N M(x)

—# (4> 0)

Paso 2: Resolver las EDO que se obtienen de la separacion y ajustar condiciones

homogéneas:
N M (x) _
16N() M)
N @ +164N1T) =0 M () + M) =0
N() = Acos(44 ) + Hsen(44 ) M(x) = Ccos(d ) + Lsen(d )

MO)=0 > => M) =
N() =0 (no es posible)

y(0,1) =0 = MO)N{E) =0 = [

¥(2,0) = 0= M2)N(E) =0

L = 0 (no es posible)
sen(24) =0 = A= ,=12, ..
N() = 0 (no es posible)

M(2) =0 = Usen(24) =0 = [

M(x) = 0 (no es posible)
nN'(0)=0

N'(f) = —44 sen(4d ) +44 cos(4d ) = N'(0) =44

z—(x, 0)=0 = MEN(@©) =0 = {

A =0 (no es posible, pues A > 0)

V0 =0= {bzo > N =

Por lo tanto, este caso aporta las soluciones

T
= ¥l 1) = M, ()N, (@) = Mlsen {T

cos(2n ) ,m

L —

. mooy

M, (x) = L,sen {TJ =12, J

N,(H)=A,cos@n ) ,n=12,..
=1,2,..

Paso 3: Aplicar, de ser posible, el principio de superposicion:

Aplicando el principio de superposicion generalizado con las soluciones obtenidas, se

tiene que:

y(x o) =

Paso 4: Ajustar condicion no homogénea.
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1oy

—,» Se obtiene

De la condicion y(x,0) = 3sen(4n ) — Zsen |

T[ 2 117
Zhnsen ) —35en(4n‘ )—gsen{ 5 )

Y de esta igualdad, los coeficientes E, para todo wn>=1 son

Luego, la solucion del para este problema es (x,r) =

1+2,0<a<1 lantear las integrales necesarias para el
2a—1,1<x<2'P 9 P

5. Dada la funcioén f(x) =

calculo de los coeficientes de desarrollos de Fourier(en los casos que sean posible)
que representen a la funcidon f(x) donde estd definida con las caracteristicas
siguientes:
a) Periodo T =1
b) Cosenos con periodo T =3
¢) Con periodo T = 10
d) Con periodo T = 3y que converja alenx=0.
En cada caso posible ademéas escriba las expresiones analiticas de las
prolongaciones y/o extensiones periddicas realizadas y dibuje la grafica del
desarrollo en el intervalo [-5,5].

-

i
6. Dada las sucesiones: (u,)i_. = — y ()Y, = l'#
"1 n/nmy

a) Analice la convergencia de la serie Y\ .(u,). Justifique su respuesta.
b) Diga si después de reordenar los términos de la serie };_.(—1)"u, , es posible
que la serie obtenida cambie su caracter. Justifique su respuesta.

¢) Analice la convergencia de la serie Y |,_. k,,. Justifique su respuesta.

-,.'._'II"+II
1+3n

d) Siconoces que (L +t, + -+ = . Diga si la serie

noal(ey) + 77" tiene suma. Justifique su respuesta.
Conclusiones

La ensefianza del tema Series y sus aplicaciones en este nuevo contexto impone a
los docentes retos, para que contribuyan a que el estudiante de ingenieria desarrolle
un pensamiento productivo, creador y cientifico.

Es de suma importancia que los profesores presten atencion a los contenidos
declarados en el programa de la asignatura y muy especialmente a los objetivos que

se persiguen y a las habilidades para el estudio que se pretenden desarrollar.
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Esta adecuaciéon que se propone desde la experiencia profesional de los autores sirve
de base para la estructuracién didactica del proceso de ensefianza-aprendizaje de las
Matematicas en la modalidad del curso regular, la cual puede ser extendida con
ciertas modificaciones a la modalidad semipresencial debido a que los objetivos,
contenidos y habilidades a desarrollar son los mismos marcando la diferencia
solamente la cantidad de las horas clases distribuidas para este tema de acuerdo al
tipo de curso.
Esta nueva estructura que se propone permite mayor interrelacion entre los
contenidos, a su vez un mejor aprovechamiento, permite mas acercar a los
estudiantes a los ejercicios de nivel aplicativo y menos reproductivo que en cierta
medida la bibliografia actual determinada para ellos no permite aumentar el uso de
ejercicios en esta direccion.
Divulgar entre los docentes que desarrollan su funcion educativa en esta materia y
en las modalidades presencial y semipresencial respectivamente con la intenciéon de
aplicar esta nueva propuesta de evaluacibn en este tema ajustado a las
caracteristicas de sus estudiantes y las particularidades del perfil ingenieril en el que
se desarrolla dicho tema, generalizandola al resto de las carreras de ingenieria
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